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Исследуются задачи вероятностной и квантильной оптимизации мно-
гомерной управляемой скачкообразной диффузии. Используются оценки
вероятности чебышевского типа. Рассматриваемые задачи сводятся к од-
ной вспомогательной детерминированной задаче оптимального управле-
ния моментными характеристиками процесса. К ее решению применяется
метод глобального улучшения Кротова.
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1. Введение

С прикладной и теоретической точек зрения одинаково хорошо известны
две близкие задачи вероятностной оптимизации: максимизировать вероят-
ность попадания управляемого динамического объекта в некоторую область
заданного размера и минимизировать размер области, в которую этот объ-
ект попадает с заданной вероятностью. Функционалы качества в таких за-
дачах принято называть соответственно функционалом вероятности и кван-
тильным критерием [1]. Задачи такого рода естественно формулируются для
объектов, функционирующих под действием случайных внешних возмуще-
ний, динамика которых описывается теми или иными стохастическими урав-
нениями. В данной работе рассматривается класс динамических объектов,
описываемых математической моделью центрированного случайного процес-
са с непрерывным временем диффузионно-скачкообразного типа. В качестве
целевой области выбрана окрестность ожидаемого (нулевого) значения век-
тора состояния системы в конечный момент времени. Управление считается
программным, т.е. ищется в виде детерминированной функции только одного
аргумента — времени.

1 Разделы 4, 6 и 8 написаны К.А. Царьковым за счет средств проекта Российского
научного фонда № 22-11-00042 https://rscf.ru/project/22-11-00042 в ИПУ РАН.
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Задачи оптимизации вероятностных критериев имеют многочисленные
приложения в экономике и технике. Обширный обзор таких приложений при-
веден в [1], там же обсуждается возможность использовать в качестве анали-
тического аппарата для исследования этих задач детерминированные оценки
вероятности чебышевского типа. Конкретные алгоритмы решения изложены
в [1] для конечномерных статических математических моделей. Динамиче-
ские модели с дискретным временем и задачи оптимизации вероятностных
критериев для них изучались в [2] и затем в [3, 4]. В бесконечномерном случае
для задач оптимизации функционала вероятности хорошо известны достаточ-
ные условия оптимальности управления с обратной связью в диффузионных
стохастических системах [5]. Аналогичные результаты для задач управления
скачкообразными диффузиями приведены в [6]. Достаточные условия в зада-
че оптимизации квантильного критерия для диффузионной модели получе-
ны в [7]. В этих работах также приведены различные численные схемы при-
ближенного решения указанных задач оптимизации управления с обратной
связью. Общие необходимые условия оптимальности программного управле-
ния (стохастический принцип максимума) относительно функционала веро-
ятности для диффузионно-скачкообразной модели при наличии плотности
распределения содержатся в виде частного случая, например, в [8]. Однако
конструктивных алгоритмов точного или приближенного поиска оптималь-
ных функций управления в таких задачах авторам известно крайне мало.
Отчасти к таковым можно отнести подход, основанный на аппроксимации
плотности частичными суммами рядов по семиинвариантам [9].

В [10, 11] с точки зрения построения конструктивных алгоритмов иссле-
довались задачи оптимального программного управления линейными по со-
стоянию диффузионными и диффузионно-скачкообразными системами отно-
сительно линейно-квадратичного функционала качества. Такой функционал
может быть записан явно в терминах моментных характеристик управляемо-
го процесса. Рассматриваемые здесь задачи отличаются тем, что подобного
явного выражения функционалы качества в общем случае не имеют. В связи
с этим решение задач в настоящей работе предлагается осуществить при-
ближенно в несколько этапов. Сперва в явном виде при помощи моментных
характеристик управляемого случайного процесса выписываются оценки ве-
роятностных функционалов качества. Далее на основе этих оценок строится
детерминированная задача оптимального управления, решение которой обес-
печивает приближение к решению исходных задач. Затем к исследованию по-
лученной детерминированной задачи применяется итерационный метод гло-
бального улучшения, предложенный В.Ф. Кротовым [12]. На последнем этапе
найденный результат анализируется при помощи упомянутых оценок.

Сформулированная выше схема решения в основном определяет структу-
ру статьи. В следующих двух разделах формулируется и обсуждается мате-
матическая постановка задачи, в двух последних разделах разбирается ряд
содержательных с точки зрения теории и практики примеров.
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2. Постановки задач оптимизации

Рассмотрим управляемую динамическую систему

(1) dξ(t) = A(t, u(t))ξ(t)dt +

ν1∑

l=1

(
Bl(t, u(t))ξ(t) +Cl(t, u(t))

)
dwl(t) +

+

ν2∑

r=1

Dr(t, u(t))ξ(t
−)dpr(t), ξ(0) = ξ0,

где t ∈ [0;T ] — время; ξ(t) — n-мерный вектор, характеризующий состоя-
ние системы в момент времени t; ξ0 — заданный центрированный случайный
вектор с конечным вторым моментом; u(t) — m-мерный вектор программы
управления в момент t, причем u(t) ∈ U , где U — компактное множество в Rm,
и функция t �→ u(t) кусочно-непрерывна (через U обозначим множество всех
таких программ управления); wl(·) — стандартные винеровские процессы;
pr(·) — пуассоновские процессы с управляемыми неоднородными интенсивно-
стями скачков λr(t, u(t)); отображения A, Bl, Cl, Dr и λr заданы и непрерыв-
ны на [0;T ] × U , причем λr(t, u) � 0 ∀(t, u) ∈ [0;T ]× U ; здесь и далее в работе
используется обозначение ξ(t−) := lims→t−0 ξ(s), t ∈ (0;T ], ξ(0−) := ξ0. Пред-
полагается, что начальная точка ξ0, винеровские процессы wl(·) и пуассонов-
ские процессы pr(·) независимы в совокупности.

Будем одновременно исследовать следующие две задачи относительно
классических вероятностных критериев (см. [1, глава 2]). Пусть заданы век-
тор κ ∈ R

n
+ и число ϕ > 0. Обозначим через Πϕ замкнутый параллелепипед

в R
n со сторонами 2ϕκi, i = 1, n, и центром в нуле, т.е.

Πϕ :=
{
x ∈ R

n : |xi| � ϕκi, i = 1, n
}
.

В первой задаче требуется для заданного числа ϕ > 0 подобрать програм-
му управления u ∈ U так, чтобы максимизировать вероятность попадания
случайного вектора ξ(T ) в множество Πϕ. Иными словами, решается задача
вероятностной оптимизации

Pϕ(u) := P
{
ξ(T ) ∈ Πϕ

} → sup
u ∈ U

.(2)

Во второй задаче требуется для заданного числа α ∈ (0; 1) подобрать u ∈ U
так, чтобы минимизировать размер ϕ параллелепипеда Πϕ, в который слу-
чайный вектор ξ(T ) попадает с вероятностью не меньшей, чем α. Иными сло-
вами, решается задача квантильной оптимизации

ϕα(u) := inf
{
ϕ > 0 : P {ξ(T ) ∈ Πϕ} � α

} → inf
u ∈ U

.(3)
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3. Линейные стохастические системы диффузионного типа

Предположим сперва, что в системе (1) Bl = Dr = 0, т.е. управляемый про-
цесс задается линейным уравнением Ито

dξ(t) = A(t, u(t))ξ(t)dt + C(t, u(t))dw(t), ξ(0) = ξ0,

где C : [0;T ]× U → R
n×ν1 , w(·) — ν1-мерный стандартный винеровский про-

цесс, и пусть, кроме того, случайный вектор ξ0 имеет нормальное распределе-
ние с нулевым средним и положительно определенной ковариационной мат-
рицей N0. Как известно [13, теорема 11.7], в этом случае при любом t ∈ [0;T ]
вектор ξ(t) также нормально распределен, имеет нулевое среднее и положи-
тельно определенную ковариационную матрицу N(t). Важно, что известное
распределение позволяет при любом фиксированном управлении u ∈ U точ-
но вычислять значение вероятности Pϕ(u). Для этого можно использовать
плотность распределения вектора ξ(T ) [13, стр. 300], с помощью которой по-
лучаем

Pϕ(u) = (2π)−n/2 (det[N(T )])−1/2
∫

Πϕ

exp

{
−1

2
〈y,N(T )−1y〉

}
dy.(4)

Этот путь весьма привлекателен для линейных стохастических систем диф-
фузионного типа, так как в дальнейшем позволяет решать экстремальную
задачу (2) непосредственно, однако для задач общего вида (1) он не подходит.

4. Оценки вероятностных критериев

Пусть u ∈ U — какая-то программа управления. Тогда уравнение (1) имеет
на интервале [0;T ] единственное сильное решение [14, стр. 517] с нулевым
ожиданием и конечным вторым моментом. В частности, определена кова-
риационная матрица N(T ) случайного вектора ξ(T ).

Пусть κ ∈ R
n
+. Предположим, что все диагональные элементы матри-

цы N(T ) строго положительны. Справедлива следующая оценка, впервые
полученная Олкином и Праттом в [15]:

P

{
max

{
|ξi(T )|

κi

√
Nii(T )

, i = 1, n

}
� 1

}
�

(√
η +

√
(nθ − η)(n − 1)

)2

n2
,

где

η =

n∑

i,j=1

Nij(T )

κiκj

√
Nii(T )

√
Njj(T )

, θ =

n∑

i=1

1

κ2
i

.
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Положим κi = ϕκi/
√

Nii(T ), тогда

P

{
max

{ |ξi(T )|
κi

, i = 1, n

}
� ϕ

}
�

(√
η +

√
(nθ − η)(n − 1)

)2

n2
,

η =
1

ϕ2

n∑

i,j=1

Nij(T )

κiκj
, θ =

1

ϕ2

n∑

i=1

Nii(T )

κ2i
.

Отметим, что эта формула уже имеет смысл и в том случае, когда некоторые
из диагональных элементов матрицы N(T ) равны нулю.

Следствием полученной формулы являются такие две оценки значений
Pϕ(u) и ϕα(u):

Pϕ(u) � P ∗
ϕ(u) :=

n2 − ϕ−2f(u)

n2
,(5)

ϕα(u)�ϕ∗
α(u) := inf

{
ϕ> 0 : ϕ−2f(u)� n2(1−α)

}
= n−1

√
(1−α)−1f(u),(6)

где

f(u) =
(√

tr [QEQN(T )] +
√

tr [QΛQN(T )]
)2

,

Q = diag(κ−1
1 , . . . , κ−1

n ), E =

⎛

⎜⎝
1 . . . 1
...

. . .
...

1 . . . 1

⎞

⎟⎠ ,

Λ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

(n − 1)2 1− n . . . 1− n

1− n (n− 1)2
. . . 1− n

...
...

. . .
...

1− n 1− n . . . (n− 1)2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
.

Рассмотрим две новые задачи оптимизации:

P ∗
ϕ(u) = 1− n−2ϕ−1f(u) → sup

u ∈ U
, ϕ∗

α(u) = n−1
√

(1− α)−1f(u) → inf
u ∈ U

.

В силу оценок (5) и (6) их решение позволяет получить приближение к ре-
шению исходных задач (2) и (3). В то же время, как легко видеть, эти две
задачи эквиваленты одной задаче

f(u) =
(√

tr [QEQN(T )] +
√

tr [QΛQN(T )]
)2 → inf

u ∈ U
,

в которой отсутствуют параметры ϕ и α, т.е. ее решение, если оно суще-
ствует, является приближением к решению задач (2) и (3) для всех значений
ϕ > 0 и α ∈ (0; 1) одновременно. Именно эту задачу и будем далее исследо-
вать. После того как процедура исследования будет изложена, обсудим еще
один возможный и достаточно естественный подход.
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Зам е ч а ни е 1. Как известно [15, теорема 3.7], равенство в оценке Олки-
на-Пратта достигается только в случае распределения весьма специального
вида, которому не может удовлетворять случайный вектор ξ(T ). Отсюда сле-
дует, что значения P ∗

ϕ(u) и ϕ∗
α(u), найденные в результате исследования зада-

чи f(u) → inf, могут оказаться чересчур грубыми оценками искомых значе-
ний P (u) и ϕα(u). Нужно, однако, иметь в виду, что последнее не соотносится
напрямую с качеством результатов, получаемых предлагаемым ниже спосо-
бом. Идея подхода настоящей работы основывается на предположении о том,
что точные значения оптимизируемых функционалов и их оценки изменяют-
ся одновременно при выборе того или иного управления u ∈ U . Это эвристи-
ческое соображение проверяется в разделе 9 на различных примерах.

5. Вспомогательная детерминированная задача оптимизации

Для любого u ∈ U ковариационная матричная функция N(t) соответст-
вующего случайного процесса ξ(t) определена и является решением зада-
чи Коши для некоторого обыкновенного матричного дифференциального
уравнения. Это уравнение можно выписать явно, что и сделано, например,
в [11, 16]. Вместе с начальным условием оно имеет вид

Ṅ(t) =A(t, u(t))N(t) +N(t)A(t, u(t))T +(7)

+

ν1∑

l=1

(
Bl(t, u(t))N(t)Bl(t, u(t))

T + Cl(t, u(t))Cl(t, u(t))
T

)
+

+

ν2∑

r=1

λr(t, u(t))
(
Dr(t, u(t))N(t) +N(t)Dr(t, u(t))

T +

+Dr(t, u(t))N(t)Dr(t, u(t))
T
)
,

N(0) = E[ξ0ξ
T
0 ].

Дополним его полученной в предыдущем разделе задачей:

J(N(T )) = tr [(QEQ+QΛQ)N(T )] +

+ 2
√

tr [QEQN(T )] tr [QΛQN(T )] → inf
u ∈ U

.
(8)

Отметим, что задача (7)–(8) является детерминированной, задана относи-
тельно терминального (вообще говоря, невыпуклого) функционала качества
управления и линейной по состоянию N(t) динамической системы (7). Она
допускает наглядное векторное представление

ẋ(t) = Ã(t, u(t))x(t) + B̃(t, u(t)), x(0) = x0,

J̃(x(T )) = 〈qe + qλ, x(T )〉 + 2
√

〈qe, x(T )〉〈qλ, x(T )〉 → inf
u ∈ U

,
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где векторы x и x0 получены симметрической векторизацией матриц N и N0

(симметричные элементы вне главной диагонали включаются в состав компо-
нент соответствующего вектора только один раз), а векторы qe и qλ получены
аналогичным способом из матриц QEQ и QΛQ, но элементы вне главной диа-
гонали удвоены, т.е., например,

qe = ((QEQ)11, 2(QEQ)12, 2(QEQ)13, . . . , (QEQ)22, 2(QEQ)23, . . . , (QEQ)nn) .

Матрица Ã и вектор B̃ составлены в соответствии с уравнением (7).
К решению такой задачи может быть применен метод глобального улуч-

шения В.Ф. Кротова [12], содержащий в себе, помимо итерационной проце-
дуры, некоторые необходимые условия оптимальности. С их формулировки
и начнем.

6. Необходимые условия оптимальности

Для удобства перепишем задачу, полученную в предыдущих разделах,
в более стандартных обозначениях. Будем считать, что рассматривается
управляемая динамическая система

ẋ(t) = A(t, u(t))x(t) +B(t, u(t)), x(0) = x0 ∈ Cq ⊂ R
n,(9)

где A : [0;T ] × U → R
n×n и B : [0;T ] × U → R

n — известные непрерывные
отображения, размерность вектора состояния n ∈ {1, 3, 6, . . . , k(k + 1)/2, . . .},
множество Cq, которому принадлежит заданное начальное условие x0, ха-
рактеризуется тем, что для всякого x ∈ Cq числа 〈q1, x〉 и 〈q2, x〉 строго по-
ложительны, если только |q1||q2| �= 0 и q1 �= −q2, здесь q1, q2 ∈ R

n — извест-
ные векторы. В случае |q1||q2| = 0 положим Cq = {x ∈ R

n : 〈q1 + q2, x〉 > 0}.
Случай q1 = −q2 исключим из рассмотрения. В соответствии с постановкой
задачи (7)–(8) дополнительно предполагается, что отображения A и B тако-
вы, что для любого u ∈ U и для любого t ∈ [0;T ] вектор x(t) принадлежит
множеству Cq. Решается задача

J(x(T )) = 〈q1 + q2, x(T )〉+ 2
√

〈q1, x(T )〉〈q2, x(T )〉 → inf
u ∈ U

.(10)

Зам е ч а ни е 2. В действительности исходя из соотношений задачи (7)–
(8) вектор x(t) принадлежит некоторому фиксированному множеству, в ко-
торое переходит множество всех возможных ковариационных матриц при
описанном в предыдущем разделе отображении векторизации. При этом
уже векторы q1 и q2 по определению таковы, что выполняются неравенства
〈q1, x〉 > 0, 〈q2, x〉 � 0, причем 〈q2, x〉 = 0 ⇔ q2 = 0 ⇔ n = 1. Однако для даль-
нейшего будет удобно расширить область определения функции (10), а век-
торы qi считать произвольными (не направленными в противоположные сто-
роны).

Итак, по построению для любых q1, q2 ∈ R
n, q1 �= −q2, функция J вида (10)

определена на множестве Cq и принимает строго положительные значения.
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Лемма 1. Для любых q1 �= −q2 множество Cq — это непустой откры-
тый выпуклый конус в R

n, а функция J : Cq → R+ дифференцируема и во-
гнута на Cq.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Свойства множества Cq очевидны по по-
строению. Также из построений и теоремы о производной суперпозиции сле-
дует дифференцируемость функции J . Составим, наконец, для J функцию
Вейерштрасса

E(x, y) = J(x)− J(y)− 〈J ′(y), x− y〉.
Вогнутость означает, что ∀x, y ∈ Cq E(x, y) � 0. Прямым подсчетом находим

E(x, y) = −
(√〈q1, x〉〈q2, y〉+

√〈q1, y〉〈q2, x〉
)2

√〈q1, y〉〈q2, y〉
,

если оба вектора qi отличны от нуля, и E(x, y)≡ 0, если один из них равен
нулю. Лемма доказана.

В силу этого утверждения к задаче (9)–(10) применима классическая ли-
нейная реализация метода Кротова [17, 18], которая состоит в следующем.

ПустьACn([0;T ]) обозначает пространство абсолютно непрерывных n-мер-
ных вектор-функций на отрезке [0;T ] и пусть û ∈ U — некоторая произ-
вольная программа управления, x̂ ∈ ACn([0;T ]) — соответствующее ей (един-
ственное) решение линейной задачи Коши

ẋ(t) = A(t, û(t))x(t) +B(t, û(t)), x(0) = x0.(11)

Пусть далее ψ̂ ∈ ACn([0;T ]) — решение задачи Коши для сопряженной систе-
мы

ψ̇(t) = −A(t, û(t))Tψ(t), ψ(T ) = −J ′(x̂(T )).(12)

Рассмотрим функции

R̂(t, x, u) = 〈 ˙̂ψ(t), x〉 + 〈ψ̂(t), A(t, u)x +B(t, u)〉,(13)

Ĝ(x) = 〈ψ̂(T ), x〉 − 〈ψ̂(0), x0〉+ J(x).(14)

Здесь обозначения R̂ и Ĝ связаны с тем, что эти функции определяются
элементом ψ̂ ∈ ACn([0;T ]), т.е., в конечном счете, выбранным произвольно
управлением û ∈ U .

Лемма 2. Пусть û∈U , x̂∈ACn([0;T ]) — решение (11), ψ̂∈ACn([0;T ]) —
решение (12). Тогда

R̂(t, x̂(t), û(t)) = min
x ∈ Rn

R̂(t, x, û(t)) ∀̇t ∈ [0;T ],(15)

Ĝ(x̂(T )) = max
x ∈ Cq

Ĝ(x).(16)
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Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. В силу (12)

R̂(t, x, û(t)) = 〈ψ̂(t), B(t, û(t))〉 ∀̇t ∈ [0;T ]

и условие (15) выполняется тривиально, а условие (16) эквивалентно соотно-
шению

E(x, x̂(T )) = J(x)− J(x̂(T ))− 〈J ′(x̂(T )), x− x̂(T )〉 � 0 ∀x ∈ Cq,

которое верно для всех вогнутых на Cq функций. Лемма доказана.

Те ор ем а 1. Пусть û∈U , x̂∈ACn([0;T ]) – решение (11), ψ̂ ∈ACn([0;T ]) –
решение (12), а π : [0;T ]× R

n → R
m — произвольное отображение, удовлет-

воряющее условиям:
1) R̂(t, x, π(t, x)) = max

v ∈ U
R̂(t, x, v) ∀x ∈ Cq ∀̇t ∈ [0;T ];

2) существует решение x̃ ∈ ACn([0;T ]) нелинейной задачи Коши

ẋ(t) = A(t, π(t, x(t)))x(t) +B(t, π(t, x(t))), x(0) = x0;

3) существует ũ ∈ U такое, что ũ(t) = π(t, x̃(t)) ∀̇t ∈ [0;T ].
Тогда J(x̃(T )) � J(x̂(T )).

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Исходя из формулы Ньютона–Лейб-
ница и определений (13), (14) имеем

J(x̃(T )) = Ĝ(x̃(T )) −
T∫

0

R̂(t, x̃(t), ũ(t))dt = Ĝ(x̃(T ))−
T∫

0

R̂(t, x̃(t), π(t, x̃(t)))dt

в силу 2) и 3). Тогда из условия 1) и соотношений (15), (16)

J(x̃(T ))� Ĝ(x̃(T ))−
T∫

0

R̂(t, x̃(t), û(t))dt� Ĝ(x̂(T ))−
T∫

0

R̂(t, x̂(t), û(t))= J(x̂(T )).

Теорема доказана.
Теорема 1 естественным образом содержит в себе необходимые условия

оптимальности в задаче (9)–(10).
Сл ед с т в и е 1. Пусть û ∈ U — оптимальное управление в задаче (10),

x̂ ∈ ACn([0;T ]) — решение (11), ψ̂ ∈ ACn([0;T ]) — решение (12). Тогда для
любого отображения π, удовлетворяющего условиям 1)–3) теоремы 1, и для
соответствующего ему в смысле этих условий x̃ ∈ ACn([0;T ]) выполняется
J(x̃(T )) = J(x̂(T )).

Следующим простым утверждением устанавливается связь полученного
результата с принципом максимума.
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Сл ед с т в и е 2. Пусть û, x̂, ψ̂ взяты из теоремы 1. Если существует
отображение π, для которого при некотором ũ выполняются условия 1)–3)
и при почти всех t верно равенство ũ(t) = û(t), то û — экстремаль Понт-
рягина.

Зам е ч а ни е 3. Неулучшаемость в смысле значения функционала J
управления û ∈ U за счет произвольного ũ ∈ U , построенного по теореме 1,
вообще говоря, не означает, что пара (x̂(·), û(·)) удовлетворяет принципу мак-
симума [19]. В то же время экстремаль Понтрягина может оказаться улуч-
шаемой в том же смысле [20].

Зам е ч а ни е 4. При некоторых дополнительных предположениях (на-
пример, когда отображение π и траектория x̃ определены условиями 1) и 2)
теоремы 1 однозначно) можно показать, что неулучшаемость управления û
влечет выполнение принципа максимума для пары (x̂(·), û(·)). Здесь не будем
останавливаться на этом вопросе подробно.

Следующим полезным замечанием авторы обязаны рецензенту настоящей
статьи.

Зам е ч а ни е 5. В рамках задачи (7)–(8) оба вектора qi в (10) не равны
нулю тогда и только тогда, когда n > 1 (см. замечание 2). В соответствии
с доказательством леммы 1 в этом случае функция J строго вогнута на Cq.
Отсюда следует, что последнее неравенство в доказательстве теоремы 1 за-
ведомо будет строгим при x̃(T ) �= x̂(T ). Таким образом, при исследовании
задачи (7)–(8) в случае n > 1 выполнение условий 1)–3) теоремы 1 и допол-
нительного требования x̃(T ) �= x̂(T ) гарантирует улучшение управления û.

7. Итерационный метод глобального улучшения

Наиболее важным для приложений следствием теоремы 1 является сле-
дующий метод последовательного глобального улучшения произвольно за-
данной программы управления û ∈ U .

1) Положить u(0) = û, k = 0.
2) Найти решение x(k)(t) задачи Коши

ẋ(t) = A(t, u(k)(t))x(t) +B(t, u(k)(t)), x(0) = x0.

3) Найти решение ψ(k)(t) задачи Коши

ψ̇(t) = −A(t, u(k)(t))Tψ(t),

ψ(T ) = −
(
1 +

√
〈q2, x(k)(T )〉
〈q1, x(k)(T )〉

)
q1 −

(
1 +

√
〈q1, x(k)(T )〉
〈q2, x(k)(T )〉

)
q2.

4) Найти функцию позиционного управления π(k)(t, x), удовлетворяющую
при всех x ∈ Cq и почти всех t ∈ [0;T ] условию

〈ψ(k)(t), A(t, π(k)(t, x))x+B(t, π(k)(t, x))〉 = max
v ∈ U

〈ψ(k)(t), A(t, v)x +B(t, v)〉.
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5) Найти решение x(k+1)(t) нелинейной задачи Коши

ẋ(t) = A(t, π(k)(t, x(t)))x(t) +B(t, π(k)(t, x(t))), x(0) = x0.

6) Проверить условие улучшения

J(x(k+1)(T )) < J(x(k)(T )),

при отсутствии улучшения положить ũ = u(k) и закончить расчеты.
7) Положить u(k+1)(t) = π(k)(t, x(k+1)(t)).
8) Увеличить k на единицу и перейти к шагу 3.

Интегрирование нелинейной системы уравнений на шаге 5 возможно осу-
ществить численно, параллельно с выполнением шага 4; в этом случае на
шаге 4 всякий раз решается конечномерная задача минимизации и непосред-
ственно определяются значения вектора u(k+1)(t); шаг 7 выполнять не требу-
ется. В практических целях естественно заменить проверку условия улучше-
ния на шаге 6 проверкой условия остановки

|J(x(k+1)(T ))− J(x(k)(T ))| < ε,

где число ε > 0 выбрано заранее на шаге 1.

8. О минимизации нормы конечного состояния

Вернемся еще раз к исходным задачам (2)–(3). Вполне естественно пред-
положить, что качественное приближение к решению этих задач может быть
получено путем минимизации функционала

J (N(T )) = tr[QN(T )].(17)

В частности, если Q — единичная матрица (т.е. если в задачах (2)–(3) об-
ласть Πϕ квадратная), то речь идет о минимизации стандартной нормы слу-
чайного вектора ξ(T ), так как в этом случае

J (N(T )) = trN(T ) = E[|ξ(T )|2] =: ||ξ(T )||2.

Ясно, что задача оптимального управления системой (7) с функциона-
лом (17) несколько проще задачи (7)–(8), так как она полностью линейна по
переменной состояния. Для нее соответственно упрощаются, пусть и незначи-
тельно, запись и проверка необходимых условий оптимальности, а также ите-
рационная процедура глобального улучшения Кротова. Упрощение состоит
в том, что на шаге 3 метода улучшения двойственная задача Коши решается
с известным заранее условием ψ(T ) = const. Более того, линейная структу-
ра задачи позволяет сформулировать несколько альтернативных итерацион-
ных процедур глобального улучшения, двойственного и челночного типа [20],
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которые, вообще говоря, не эквивалентны сформулированной выше прямой
процедуре (см. по этому поводу примеры в [20, 21]).

Однако не всегда улучшение по Кротову в терминах функционала (17)
является одновременно улучшением в терминах функционала (8). В самом
деле, рассмотрим на интервале времени [0; 1] управляемую систему

dξ1(t) = 0, dξ2(t) = −u(t)ξ1(t)dt+ u(t)dw(t),

для которой заданы геометрические ограничения на управление 0 � u(t) � ε,
где ε ∈ (0; 1). Пусть в начальный момент времени вектор ξ(0) имеет нормаль-
ное распределение с нулевым ожиданием и ковариационной матрицей

N0 =

(
1 ε
ε 1

)
.

Целевую область Πϕ выберем квадратной, т.е. положим κ = (1, 1).
Исходные данные для вспомогательной задачи (9)–(10) получаются таки-

ми: t ∈ [0; 1], x(t) ∈ R
3, u(t) ∈ [0; ε] ⊂ R,

A(t, u) =

⎛

⎝
0 0 0
−u 0 0
0 −2u 0

⎞

⎠ , B(t, u) =

⎛

⎝
0
0
u2

⎞

⎠ , x0 =

⎛

⎝
1
ε
1

⎞

⎠ ,

векторы qi имеют вид q1 = (1, 2, 1), q2 = (1,−2, 1).
Пусть задано управление û(t)≡ 0. Используем метод Кротова, чтобы улуч-

шить это управление в смысле функционала J (x(1)) = x1(1) + x3(1). Для
этого в формуле (14) заменим J на J и воспользуемся конструкциями из
теоремы 1. Имеем, прежде всего,

x̂1(t) = x̂3(t)≡ 1, x̂2(t)≡ ε,

так что
J (x̂(1)) = 2.

Далее, так как в данном случае ψ̂(1) = (−1, 0,−1), то

ψ̂1(t) = ψ̂3(t)≡−1, ψ̂2(t)≡ 0,

〈ψ̂(t), A(t, v)x +B(t, v)〉 = −v2 + 2x2v.

Применяем теорему 1. Из условия 1) находим

π(t, x) =

⎧
⎨

⎩

0, x2 � 0
x2, 0 < x2 � ε
ε, x2 > ε,

из условия 2)

x̃1(t)≡ 1, x̃2(t) = εe−t, x̃3(t) =
ε2

2

(
e−2t − 1

)
+ 1,
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из условия 3)
ũ(t) = π(t, x̃(t)) = x̃2(t) = εe−t.

При этом

J (x̃(1)) = 2− ε2

2

(
1− e−2

)
.

В то же время

J(x̂(1)) = 2J (x̂(1)) + 2
√

J (x̂(1))2 − 4x̂2(1)2 = 4 + 4
√

1− ε2,

J(x̃(1)) = 2− ε2
(
1− e−2

)
+ 2

√(
2− ε2

2
(1− e−2)

)2

− 4ε2e−2.

Заметим, что для любого ε ∈ (0; 1) одновременно выполнена пара неравенств

J (x̂(1)) > J (x̃(1)), J(x̂(1)) < J(x̃(1)).

В частности, это верно при значениях ε, близких к 1. Более того, при таких
значениях параметра численные эксперименты показывают, что оба неравен-
ства остаются в силе при сколь угодно большом числе повторных итераций.

Отметим теперь, что рассматриваемая стохастическая система линейна,
поэтому случайные векторы ξ̂(1) и ξ̃(1), отвечающие управлениям û и ũ, так
же, как и ξ(0), имеют нормальное распределение, причем их ковариационные
матрицы соответственно равны

N̂(1) =

(
x̂1(1) x̂2(1)

x̂2(1) x̂3(1)

)
, Ñ(1) =

(
x̃1(1) x̃2(1)

x̃2(1) x̃3(1)

)
.

При ε = 0,9999 по формуле (4) находим P1(û)≈ 0,68 и P1(ũ)≈ 0,58, т.е.,
несмотря на уменьшение нормы случайного вектора конечного состояния,
вероятность попадания в целевую область уменьшилась сразу на 10%.

Итак, существуют задачи, для которых улучшение некоторой программы
управления по Кротову в смысле нормы вектора состояния системы в конеч-
ный момент времени является ухудшением не только в смысле оценок (5)–(6),
но и в смысле решения исходных задач (2)–(3). В то же время подход, предло-
женный в данной статье, работает в этой ситуации корректно: оценки (5)–(6)
ухудшены быть не могут. Тем не менее при его использовании в общем слу-
чае также может иметь место ухудшение качества управления относительно
исходной вероятности в задачах (2)–(3), но в силу упомянутых оценок можно
рассчитывать на то, что если это и произойдет, ухудшение окажется не на-
столько значительным (см. пример 2 далее).

9. Примеры

Прим ер 1. На интервале времени [0;T ] рассмотрим систему

dξ1(t) = (u(t)ξ1(t)− ξ2(t))dt + (ξ2(t)− ξ1(t))dw(t), ξ1(0) ∼ N (0, 1),

dξ2(t) = (ξ1(t) + u(t)ξ2(t))dt + (ξ1(t) + ξ2(t))dw(t), ξ2(0) ∼ N (0, 1),
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случайные величины ξ1(0) и ξ2(0) независимы. Геометрические ограничения
на управление заданы в виде |u(t)| � umax. Целевую область Πϕ выберем
квадратной, т.е. положим κ = (1, 1).

Исходные данные для вспомогательной задачи (9)–(10) получаются таки-
ми: t ∈ [0;T ], x(t) ∈ R

3, u(t) ∈ [−umax;umax]⊂ R, B(t, u)≡ 0,

A(t, u) =

⎛

⎝
2u+ 1 −4 1

0 2u 0
1 4 2u+ 1

⎞

⎠ , x0 =

⎛

⎝
1
0
1

⎞

⎠ ,

векторы qi имеют вид q1 = (1, 2, 1), q2 = (1,−2, 1).
Заметим сразу, что в силу уравнения (9) для любого u ∈ U вторая компо-

нента вектора x(t) (смешанная ковариация компонент вектора ξ(t)) тожде-
ственно равна нулю. Отсюда следует, что

〈q1, x(T )〉 = 〈q2, x(T )〉 = 〈q0, x(T )〉, q0 = (1, 0, 1),

т.е.
J(x(T )) = 4〈q0, x(T )〉 = 4J (x(T ))

и задача (9)–(10) полностью эквивалентна задаче (9), (17) минимизации нор-
мы случайного вектора ξ(T ). Для удобства будем далее работать с функцио-
налом J .

Пусть задано управление û(t)≡ 0. Имеем

x̂1(t) = x̂3(t) = e2t, x̂2(t)≡ 0 ⇒ J (x̂(T )) = 2e2T .

Так как функционал J линеен, ψ̂(T ) = −q0, откуда

ψ̂1(t) = ψ̂3(t) = −e2(T−t), ψ̂2(t)≡ 0,

〈ψ̂(t), A(t, v)x +B(t, v)〉 = −2e2(T−t)(v + 1)(x1 + x3), x1 + x3 = 〈q0, x〉 > 0.

Следовательно, из условия 1) теоремы 1 π(t, x)≡−umax. В действительности,
как нетрудно проверить, в рассматриваемой задаче для любого u ∈ U

J (x(T )) = 2e2T exp

⎧
⎨

⎩2

T∫

0

u(t)dt

⎫
⎬

⎭ ,

поэтому ũ(t)≡−umax доставляет абсолютный оптимум функционалу J . По-
казано, что этот оптимум находится методом глобального улучшения Крото-
ва ровно за одну итерацию.

Пусть для определенности umax = 1, T = 1, тогда ũ(t)≡−1 и J(x̃(T )) =
= 4J (x̃(T )) = 8. Подставляя это значение вместо f(u) в формулы (5)–(6) при
n = 2, находим такие оценки для значений функционалов (2) и (3):

Pϕ(ũ) � 1− 2ϕ−2, ϕα(ũ) �
√

2(1 − α)−1.
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Прим ер 2. Завершим теперь исследование специального примера, по-
строенного в предыдущем разделе. Напомним постановку задачи: на интер-
вале времени [0; 1] рассматривается управляемая система

dξ1(t) = 0, dξ2(t) = −u(t)ξ1(t)dt+ u(t)dw(t),

ξ(0) ∼ N (0, N0), N0 =

(
1 ε
ε 1

)
,

геометрические ограничения на управление заданы в виде 0 � u(t) � ε,
ε ∈ (0; 1), целевая область Πϕ — квадратная, κ = (1, 1). Исходные данные для
вспомогательной задачи (9)–(10): t ∈ [0; 1], x(t) ∈ R

3, u(t) ∈ [0; ε] ⊂ R,

A(t, u) =

⎛

⎝
0 0 0
−u 0 0
0 −2u 0

⎞

⎠ , B(t, u) =

⎛

⎝
0
0
u2

⎞

⎠ , x0 =

⎛

⎝
1
ε
1

⎞

⎠ ,

векторы qi — те же самые, что и в примере 1.
Пусть задано управление û(t)≡ 0. Имеем

x̂1(t) = x̂3(t)≡ 1, x̂2(t)≡ ε ⇒ J(x̂(1)) = 4 + 4
√

1− ε2.

Так как

ψ̂(1) = −J ′(x̂(T )) = −
(
1 +

√
〈q2, x̂(T )〉
〈q1, x̂(T )〉

)
q1 −

(
1 +

√
〈q1, x̂(T )〉
〈q2, x̂(T )〉

)
q2,

получаем

ψ̂1(t) = ψ̂3(t)≡−β1, ψ̂2(t)≡−β2,

〈ψ̂(t), A(t, v)x +B(t, v)〉 = −β1v
2 + (β2x1 + 2β1x2)v,

где

β1 = 2

(
1 +

1√
1− ε2

)
, β2 = − 4ε√

1− ε2
.

Из условия 1) теоремы 1 находим

π(t, x) =

⎧
⎨

⎩

0, β2x1 + 2β1x2 � 0
β2x1 + 2β1x2, 0 < β2x1 + 2β1x2 � ε
ε, β2x1 + 2β1x2 > ε.

Так как для любого ε ∈ (0; 1)

π(0, x0) = β2 + 2β1ε = 4ε > ε

и
β2 + 2β1ε(1 − t∗) = ε
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при

t∗ =
3

4

(
1 +

1√
1− ε2

)−1

∈ (0; 1),

новое управление ũ будет иметь переключения начиная с момента времени t∗.
Положим ε = 0,9999. Тогда J(x̂(1))≈ 4,057, а для нового управления ũ и

соответствующей ему траектории x̃ исходя из численного расчета находим
J(x̃(1)) ≈ 4,041. В силу оценки (5) это лишь означает, что Pϕ(ũ) � P ∗

ϕ(ũ)≈
≈ 1− ϕ−1, так что P1(ũ) � 0. Но в действительности ковариационная матрица
для нового решения имеет вид

Ñ(1) =

(
x̃1(1) x̃2(1)

x̃2(1) x̃3(1)

)
≈

(
1 0,991

0,991 0,983

)
,

откуда в силу формулы (4)

P1(ũ)≈ 0,681 > 0,68≈ P1(û).

Таким образом, метод Кротова, построенный на основании оценок (5)–(6),
позволяет даже в таком специально подобранном «плохом» примере повы-
сить, пусть и незначительно, вероятность попадания в целевую область, при
том что сами оценки никакой полезной информации не содержат. Влияние
повторных итераций на результат здесь оказывается несущественным.

Прим ер 3. На интервале времени [0; 1] рассмотрим систему

dξ1(t) = ξ2(t)dt+ ξ2(t
−)dp(t), ξ1(0) ∼ N (0, 1),

dξ2(t) = u1(t)ξ1(t)dt, ξ2(0) = 0,

где пуассоновский процесс p(·) имеет интенсивность λ(t, u(t)) = u2(t). Геомет-
рические ограничения на управление заданы в виде |u1(t)| � 1, 0 � u2(t) � 1.
Целевая область Πϕ квадратная, κ = (1, 1).

Исходные данные для вспомогательной задачи (9)–(10) получаются таки-
ми: t ∈ [0; 1], x(t) ∈ R

3, u(t) ∈ [−1; 1] × [0; 1] ⊂ R
2, B(t, u)≡ 0,

A(t, u) =

⎛

⎝
0 2 + 2u2 u2
u1 0 1 + u2
0 2u1 0

⎞

⎠ , x0 =

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠ .

Векторы qi — те же самые, что и в примерах 1, 2.
Пусть задано управление û1(t) = û2(t)≡ 0. Значение вспомогательного

функционала качества (10) на нем равно 4. Дальнейшие расчеты выполним
численно, следуя изложенной в разделе 7 итерационной процедуре. В резуль-
тате через десять итераций будет найдено новое управление ũ(t) (см. рис. 1
и 2), на котором функционал приблизительно равен 1,28. Используя теперь
оценки (5) и (6), можно утверждать, что при управлении ũ(t) вероятность
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Рис. 1. Функция ũ1(t) в примере 3.
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Рис. 2. Функция ũ2(t) в примере 3.

попадания случайного вектора ξ̃(T ) в квадрат Π1 не меньше, чем 68%, а ес-
ли требуется гарантировать вероятность попадания в заданную квадратную
область с вероятностью не меньшей, чем α = 0,85, то квадрат Π1 следует
увеличить как минимум в ϕ = 1,46 раза. Если заменить функционал (10)
на функционал (17) и применить метод, то будет найдена другая программа
управления u∗(t), лишь немного отличающаяся (в большую сторону) от ũ(t)
по значению (10). При этом на каждой итерации вместе с уменьшением зна-
чений (17) будут уменьшаться и значения (10). Чтобы точнее оценить ка-
чество найденных программ, проведем численно моделирование некоторого
количества реализаций случайного процесса ξ(t) и оценим частоту попада-
ний величины ξ(1) в целевую область Πϕ при разных ее размерах. Резуль-
таты представлены в таблице. Во втором столбце для сравнения приведены
точные значения Pϕ(û), вычисленные по формуле (4).

Таким образом, в рамках рассматриваемого примера (так же, как и в слу-
чае с примером 1) задачу (9)–(10) без потери качества решения исходной пары
проблем (1)–(3) можно поменять на более простую линейную задачу (9), (17).

Статистика попаданий в область Πϕ по результатам моделирования
ϕ Pϕ(û) û(t)≡ 0 u(t) = ũ(t) u(t) = u∗(t)
1 0,68 74 из 100 90 из 100 95 из 100
1,5 0,87 90 из 100 99 из 100 100 из 100
2,6 0,99 99 из 100 100 из 100 100 из 100
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Рис. 3. Сравнение первых компонент вектор-функции ũ(t) в примерах 3 и 4.

Прим ер 4. Предположим, что управление u1(t) в системе из предыду-
щего примера реализуется с ошибкой мультипликативного типа. Для этого
на интервале времени [0; 1] рассмотрим систему

dξ1(t) = ξ2(t)dt+ ξ2(t
−)dp(t), ξ1(0) ∼ N (0, 1),

dξ2(t) = u1(t)ξ1(t)dt+ εu1(t)ξ1(t)dw(t), ξ2(0) = 0,

где пуассоновский процесс p(·) имеет ту же интенсивность λ(t, u(t)) = u2(t).
Геометрические ограничения не изменены и заданы в виде |u1(t)| � 1, 0 �
� u2(t) � 1. Целевая область Πϕ квадратная, κ = (1, 1). Исходные данные для
вспомогательной задачи (9)–(10) отличаются от примера 3 только одним эле-
ментом матрицы A(t, u), а именно, A31(t, u) = ε2u21, где ε возьмем равным 0,1.

Повторив расчеты примера 3 для того же начального приближения û1(t) =
= û2(t)≡ 0, на десятой итерации получим новое управление ũ(t), первая ком-
понента которого, в отличие от представленной на рис. 1, становится непре-
рывной, а вторая не отличается от представленной на рис. 2. При этом под-
становка управления ũ из примера 3 в рассматриваемую здесь возмущенную
систему дает значение оценочного функционала (10) приблизительно 1,4, в то
время как на новом ũ имеем меньшее значение 1,39. Сравнение функций ũ1(t),
полученных в этом и предыдущем примерах, приведено на рис. 3.

Прим ер 5. Рассмотрим задачу стабилизации высоты летательного аппа-
рата из [22]: на интервале [0;T ] задана система

dH(t) = V (t)dt,

dV (t) = (u1(t)H(t) + u2(t)V (t)) dt+ ε (u1(t)H(t) + u2(t)V (t)) dw1(t) + cdw2(t)

с начальными условиями

H(0) ∼ N (0, 1), V (0) = 0,

где H и V — отклонения высоты и вертикальной скорости от заданных зна-
чений, ε — коэффициент ошибки реализации управления, c — параметр силы
ветрового воздействия. Геометрические ограничения на управление характе-
ризуют технические возможности по усилению в линейном регуляторе об-
ратной связи и заданы в виде |ui(t)| � umax. В конечный момент времени T
требуется максимизировать вероятность нахождения отклонений по высоте и
скорости набора высоты в пределах заданных погрешностей. Будем считать,
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Рис. 4. Сравнение первых компонент найденных управлений в примере 5.
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Рис. 5. Сравнение вторых компонент найденных управлений в примере 5.

что точная скорость вдвое важнее точной высоты. Иначе говоря, решается за-
дача попасть в прямоугольную целевую область Πϕ при κ = (2, 1) с наиболь-
шей вероятностью. Такого рода задачи естественно возникают на практике,
например при дозаправке самолетов в воздухе или при стыковке космических
аппаратов.

Исходные данные для вспомогательной задачи (9)–(10) получаются таки-
ми: t ∈ [0;T ], x(t) ∈ R

3, u(t) ∈ [−umax;umax]
2 ⊂ R

2,

A(t, u) =

⎛

⎝
0 2 0
u1 u2 1
ε2u21 2u1 + 2ε2u1u2 2u2 + ε2u22

⎞

⎠ ,

B(t, u) =

⎛

⎝
0
0
c2

⎞

⎠ , x0 =

⎛

⎝
1
0
0

⎞

⎠ ,

векторы qi имеют вид q1 = (0,25, 1, 1), q2 = (0,25,−1, 1). Для определенности
положим ε = 0,1, c = 1, umax = 5, T = 2.

Пусть задано управление û1(t) = û2(t)≡ 0. Значение вспомогательного
функционала качества (10) на нем примерно равно 10. Применяя числен-
но метод глобального улучшения, построим новое управление ũ со значением
функционала (10) приблизительно 0,43. Как и ранее, построим для сравнения
еще управление u∗, применяя метод к функционалу (17). Значение функцио-
нала (10) на нем получается примерно таким же. Графики обеих компонент
представлены для сравнения на рис. 4 и 5 (соответствие графиков вариантам
не существенно).
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В завершение отметим, что при построении улучшений программ управле-
ния в разобранных примерах метод Кротова уже за одну итерацию находит
программу со значением функционала J , существенно меньшим исходного,
дальнейшие итерации вносят лишь небольшие корректировки. Аналогичная
ситуация была ранее отмечена при решении линейных по состоянию задач
оптимального управления [12, 17, 18].

10. Заключение

В работе исследованы задачи вероятностной и квантильной оптимиза-
ции многомерной управляемой скачкообразной диффузии. При помощи мно-
гомерных оценок вероятности чебышевского типа рассматриваемые задачи
сведены к одной вспомогательной детерминированной задаче оптимально-
го управления моментными характеристиками случайного процесса. К ре-
шению этой задачи применен метод последовательных глобальных улуч-
шений В.Ф. Кротова. Эффективность подхода продемонстрирована на ряде
примеров.
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